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ABSTRAK 
Persamaan Dirac untuk potensial Sentral Scarf II hiperbolik terdeformasi-q dengan Potensial 

tensor tipe Coulomb diselesaikan secara analitik menggunakan metode Nikiforov Uvarov 

(NU). Penyelesaian persamaan Dirac dengan metode NU dilakukan dengan mereduksi 

persamaan diferensial orde dua menjadi persamaan diferensial tipe Hipergeometri dengan 

substitusi variabel dan fungsi gelombang yang sesuai. Energi relativistik sistem dihitung 

menggunakan software Matlab R2011b dan fungsi gelombang untuk Spin Dirac komponen 

atas dan bawah dinyatakan dalam bentuk fungsi Jacobi. Penelitian ini dikhususkan untuk 

kasus spin simetri yang nilai energinya selalu positif. 
 

Kata Kunci: Persamaan Dirac, Spin Simetri, potensial Scar II hiperbolik terdeformasi-q, tensor 

tipe Coulomb, metode Nikiforov Uvarov 

 

 

A. PENDAHULUAN  

Gerakan partikel dalam benda padat 

dinyatakan sebagai gelombang yang 

mempunyai kerapatan energi yang tidak nol 

pada daerah tak terhingga
[1]

. Sistem gerak 

partikel akibat pengaruh relativistik 

menyebabkan partikel tersebut berpindah 

dalam medan potensial
[2]

. Untuk 

menyelesaikan persamaan gerak dari partikel 

tersebut dapat digunakan persamaan 

Schrödinger, Dirac, dan Klein-Gordon yang 

pada dasarnya secara langsung dapat 

diturunkan dari Lagrangian klasik
[3]

.  

Pada fisika partikel, persamaan Dirac 

merupakan persamaan gelombang relativistic 

yang diformulasikan oleh ahli ilmu fisika 

Inggris Paul Dirac pada tahun 1928. 

Persamaan Dirac selalu mendiskripsikan 

partikel dinamik spin-1/2 pada mekanika 

kuantum. Efek relativistic menjadi sangat 

penting untuk partikel bergerak pada medan 

potensial
[4]

. Dan pada pengaruh relativistic, 

dapat dirumuskan dengan persamaan Klein-

Gordon atau persamaan Dirac. Beberapa 

jenis potensial seperti potensial Coulomb, 

osilator harmonik tiga dimensi bagian radial, 

Morse, Rosen Morse, Manning Rosen, 

kelompok Pöschl-Teller, kelompok 

Gendenstein/ Scarf/Poschl-Teller umum, 

Symmetrical Top, Eckart, Kepler dalam 

sistem hypersphere, merupakan kelompok 

potensial yang shape invariance yaitu energi 

potensial yang persamaan fungsinya tidak 

cukup sederhana
[5]

.  Namun, beberapa 

Kappa                                 
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potensial telah diselesaikan solusi persamaan 

gelombang dan tingkat energinya pada 

persamaan Dirac dengan beberapa metode 

antara lain: metode Hipergeometri, metode 

Nikiforov–Uvarov(NU)
[6-10]

, metode 

polynomial Romanovski
[11-13]

. 

Persamaan Dirac digunakan untuk 

mendeskripsikan partikel yang berspin ½ 

atau kelipatannya dalam mekanika kuantum. 

Pada persamaan Dirac, untuk kasus spin 

simetri berlaku  bahwa selisih antara 

potensial vektor V(r)  dan potensial skalar 

S(r) adalah konstan dan jumlahnya sama 

dengan potensial yang mempengaruhi sistem 

sedangkan untuk kasus spseudospin simetri 

berlaku jumlah antara potensial vektor V(r)  

dan r potensial skala S(r) adalah konstan dan 

selisihnya sama dengan potensial yang 

mempengaruhi sistem. Diasumsikan bahawa 

potensial skalar sama dengan potensial 

vektor agar dapat diperoleh penyelesaian 

analitisnya. 

Persamaan Dirac untuk potensial 

Poschl-Teller terdeformasi-q plus potensial 

tensor tipe Coulomb diselesaikan pada kasus 

spin simetri dengan metode Nikiforov-

Uvarov (NU). Penulis lebih  memilih 

menggunakan metode NU sebagai solusi 

penyelesaiannya karena metode NU dapat 

menyelesaikan semua jenis potensial, 

meskipun lebih rumit dibandingkan dengan 

metode polinomial Romanovski dan 

hipergeometri. Sampai saat ini hanya sedikit 

peneliti menggunakan metode NU untuk 

memecahkan persamaan Schrödinger dan 

Dirac untuk potensial terdeformasi-q 

khususnya pada kasus spin simetri. 

 

Persamaan Dirac untuk Spin Simetri 

Persamaan Dirac untuk potensial vector 

V ( r ) dan Skalar ( r ) dituliskan sebagai: 

 

[   ⃗⃗  ⃗    ⃗⃗⃗    (     (  ))        ̂ ( )] (  )    

 (  )           (1) 

dengan  

       ,  

   (
  
  

)        (
  
   

)              (2) 

dengan   adalah matrik tiga dimensi Pauli, I 

adalah matriks identitas    . Jika nilai 

     , dan spin Dirac dituliskan sebagai 

 (  )  (
 (  )

 (  )
)  (

   ( )

 
   
 (   )

 
   ( )

 
   
 ̅ (   )

)

     (3) 

dengan  (  ) adalah spin Dirac arah atas dan 

 (  ) adalah spin Dirac arah bawah. 

   
 (   ) adalah spin bola harmonik dan 

   
 ̅ (   ) adalah pseudospin simetri bola 

harmonik. 

Dengan memasukkan persamaan (2) 

dan (3), ke persamaan (1) didapatkan 

 

{
 

  
 
 

 
  ( )}    ( )  (       ( ))(  

     ( ))   ( )   (4) 

{
 

  
 
 

 
  ( )}    ( )  (       ( ))(  

     ( ))   ( )   (5) 

 

   ( )adalah komponen arah atas dan 

   ( ) adalah komponen arah bawah, 

sehingga didapatkan persamaan  spin simetri 

dan pseudopin simetri yang masing-masing 

dituliskan sebagai berikut untuk spin simetri 

{
  

   
 
 (   )

  
 
  

 
 ( )  

  ( )

  

   ( )}    ( )

 (       ( ))(     
  ( ))   ( ) 

                                                                                (6) 

Dan 
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{
  

   
 
 (   )

  
 
  

 
 ( )  

  ( )

  

   ( )}    ( )

 (       ( ))(     
  ( ))   ( ) 

                                                                                (7) 

 

dengan  (   )   (   ) adalah 

komponen spin arah atas dan  (   )  

 (   ) adalah komponen spin arah bawah. 

Spin simetri memiliki  ( )    dan  ( ) 

merupakan potensial yang mempengaruhi 

sistem, sedangkan pseudospin simetri 

memiliki  ( )    dan  ( ) merupakan 

potensial yang mempengaruhi sistem. 

 

B. METODE   

Persamaan diferensial hipergeometri 

yang diselesaikan dengan menggunakan 

metode NU memiliki bentuk
[9]

  

 

    ( )

   
 
 ⃗⃐ ( )

 ( )

  ( )

  
 
 ⃗⃗⃐( )

  
 ( )                 

(8) 

dengan  ( ) dan  ⃐( ) merupakan polinomial 

yang biasanya berderajat dua dan  ⃐ ( ) 

merupakan polinomial berderajat satu. 

Dengan menggunakan metode pemisahan 

variabel penyelesaian persamaan (1) 

dimisalkan sebagai 

 

    ( )  ( )                    (9) 

 

Dengan memasukkan persamaan (9) ke 

dalam persamaan (8) diperoleh persamaan 

tipe hipergeometri  

 

 
   

   
  

  

  
     

        (10) 

 

dan fungsi gelombang bagian pertama 

dinyatakan sebagai 

 

  

 
 

 

 
               (11) 

 

dan juga diperoleh persamaan-persamaan 

yang akan digunakan untuk menentukan 

spektrum energi dan fungsi gelombang 

bagian kedua yn?  

 

  (
    ⃗⃐

 
)  √(

    ⃗⃐

 
)
 

  ⃐    
 (12) 

 

                       (13) 

 

Adapun nilai k pada persamaan (13) 

diperoleh dari kondisi bahwa di bawah akar 

pada persamaan (12) merupakan polinomial 

berderajat dua dan merupakan bentuk kuadrat 

sempurna sehingga diskriminan dari 

polinomial berderajat dua adalah nol. 

Eigenilai dari persamaan (13) dinyatakan 

sebagai  

 

        
  

 (   )

 
  

   
     (14) 

Dengan 

         
 

   ⃐             (15) 

agar system memenuhi kondisi bound-state, 

maka dipilih nilai   dan/atau   sedemikian 

hingga       

 

 

C. HASIL DAN PEMBAHASAN 

Persamaan Dirac untuk Potensial Scarf 

II Hiperbolik Terdeformasi-q Plus Tensor 

tipe Coulomb Menggunakan  Spin Simetri. 

Dengan menggunakan persamaan (6), dan 

memasukkan potensial yang 

memperngaruhinya 
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(
    (   )

     
   

 
  (  

 

 
)       

     
   

)               

(16) 

 

Dengan U yang merupakan tensor tipe 

Coulomb 

 

 ( )    
 

 
    

     
 

    
  (17) 

 

maka didapatkan 

[
  

   
 
(   )(     )

  
]    ( )

 (       ( ))(     )   ( )

 
(        )( 

   (   ))

        
   ( )

 
(        ) (  (  

 
 )       )

        
   ( ) 

(18) 

 

dengan  

 

 

  
 

  

     
   

                                          (19) 

 

dengan memasukkan nilai 
 

  
 maka 

persamaan (18) menjadi 

[
  

   
 

 

       
{  (   )(     )

   (        )( 
 

  (   ))

   (     

   ) (  ( 

 
 

 
)       )}]    ( )

   (        )( 

    )   ( ) 

           (20) 

Dengan melakukan permisalan pada 

persamaan (20), dengan 

(   )(     )

 (        )( 
 

  (   ))    

(        )(     )     

(        ) ( (  
 

 
))    

Maka persamaan (20) menjadi 

 

[
  

   
 

   

       
 
          

       
]    ( )

        ( ) 

               (21) 

Solusi Energi Persamaan Dirac dengan 

Menggunakan Spin Simetri untuk  Potensial 

Scarf II Hiperbolik Terdeformasi-q dengan 

Metode Nikiforov-Uvarov (NU) 

Dengan memisalkan variabel baru 

         

maka persamaan (21) menjadi 
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[(    )
  

   
  

 

  

 {
 

(    )

 
  

(    )
(    )

 
  

(    )
}]       

           (22) 

Dari persamaan (22) diperoleh parameter-

parameter NU yaitu: 

 

 ̅    

       

 ̅   {              } 

 

Dengan memasukkan nilai parameter-

parameter tersebut ke Persamaan (22) 

diperoleh nilai nilai   

  (
 

 
)  √(     

 

 
)          (    )                           

(23) 

Selanjutnya dinentukan  nilai k dari 

persamaan (23), dan nilai k dapat ditentukan 

jika diskriminan dalam akar sama dengan nol 

(kuadrat sempurna). 

   
    
        

 
Dengan memisalkan 

   
 

 
      

  
 

 
     

   ( )  

Sehingga diperoleh nilai k yaitu 

 

   
   √       

  
 (   

 

 
)   (24) 

   
   √       

  
 (   

 

 
)   (25) 

 

Setelah menentukan    dan   , ditentukan 

nilai   dan 𝝀 dengan syarat      agar 

sistem memenuhi kondisi ground_state. 

Selanjutnya menghitung    sesuai persamaan 

(14) untuk mencari nilai eigenvalue dari 

persamaan hipergeometri dari metode 

Nikiforov-Uvarov. Adapun parameter-

parameter tersebut adalah: 

 

     (√
   √       

  
  )  

  

√ 
  √       

  

     

 

(25) 

 

  
   √       

  
 √

   √       

  
    

 

 
     

(26) 

     √
   √       

  
                          

(27) 

Setelah diperoleh parameter   dan   , 

eigenvalue dari persamaan hipergeometri 

dari metode Nikirorov-Uvarov dapat 

diperoleh dengan menyamakan   dan   . 

Dengan demikian, diperoleh energi untuk 

potensial Scarf II hiperbolik terdeformasi 

sebagai berikut: 

 

    (
 

  
√      

 

  
√         

 

 
)
 

    (28) 

 

Hasil energi potensial Scarf II 

hiperbolik terdeformasi-q plus tensor tipe 

Coulomb yang diperoleh untuk spin simetri 

dapat dilihat pada Tabel 1. 

Dari hasil energi pada Tabel 1, bisa 

digambarkan grafik energinya seperti pada 

gambar 1 dan gambar 2. Gambar 1 dan 2 

menunjukkan energi potensial Scarf II 

hiperbolik terdeformasi-q plus tensor tipe 

Coulomb  dengan variasi kappa dan kulit 

atom n. Variabel yang dibuat konstant adalah 

b, M, Cs, H dan q. kita bisa melihat 

bagaimana variasi kappa bisa mempengaruhi 
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perubahan energi. Semakin kecil nilai kappa 

maka energinya semakin besar sebesar 1 fm
-1

, 

hal itu terjadi pada saat konstanta Coulomb 

bernilai nol, artinya faktor pengganggu H 

tidak memberikan pengaruh pada perubahan 

energi baik pada saat kappa<0 maupun saat 

kappa>0. Nilai pada keadaan kappa<0 dan 

kappa>0 memiliki nilai energi yang sama 

saat H=0, pada keadaan ini terjadi degenerasi 

energi karena memiliki nilai energi yang 

sama walaupun memiliki keadaan yang 

berbeda. Dimana degenerasi pada umumnya 

terjadi pada sistem dengan dua atau lebih 

bilangan kuantum. Namun saat konstanta 

Coulomb bernilai 0.5 nilai energinya semakin 

besar begitu juga saat nilai n semakin besar, 

maka perubahan enegi semakin besar pula. 

 

TABEL I 

Nilai energi dengan variasi ĸ dengan a=0.1fm
-1

, 

M=3fm
-1

, Cs=5fm
-1

 dan b=2fm
-1

q=1fm
-1 

n 

 

l K< 0 

J = 

l+½ 

Enk > 0  

H= 0 

Enk > 0 

H=0,5 

0 0 -4 0s1/2 9,339 9,003 

0 1 -5 0p3/2 10,245 9,815 

0 2 -6 0d5/2 11,137 10,687 

0 3 -7 0f7/2 12,057 11,594 

1 0 -4 s1/2 10,795 10,432 

1 1 -5 p3/2 11,586 11,182 

1 2 -6 d5/2 12,434 12,004 

1 3 -7 f7/2 13,319 12,873 

n 

l 

K>0 

J = l-

1/2 

Enk>0  

H=0 

Enk>0 , 

H=0.5 

0 0 3 0s1/2 9,399 9,815 

0 1 4 0p3/2 10,245 10,687 

0 2 5 0d5/2 11,137 11,594 

0 3 6 0f7/2 12,057 12,525 

1 0 3 s1/2 10,795 11,182             

1 1 4 p3/2 11,586 12,004 

1 2 5 d5/2 12,434 12,873 

1 3 6 f7/2 13,319 13,773 

 

 

 
Gambar. 1 Grafik energi untuk spin simetri untuk 

n=0,1 dengan H=0 

 
Gambar. 2 Grafik energi untuk spin simetri untuk 

n=0,1 dengan H=0,5 

 

D. KESIMPULAN.  

Persamaan Dirac untuk modifikasi 

potensial Scarf II hiperbolik terdeformasi-q 

dengan tensor tipe Coulomb telah 

diselesaikan dengan menggunakan metode 

Nikiforov-Uvarov.  Penyelesaian persamaan 

Dirac dengan metode NU dilakukan dengan 

mereduksi persamaan diferensial orde dua 

menjadi persamaan diferensial tipe 

Hipergeometri dengan substitusi variabel 

tertentu. Dengan memanipulasi penjabaran 

yang berbasis pada bentuk persamaan 

diferensial fungsi hipergeometri diperoleh 

beberapa persamaan yang berbentuk formula 

yang siap pakai sehingga diperoleh spektrum 

energi yang bernilai positif khusus pada 

kondisi spin simetri. Karena hasil energinya 

tidak bisa diselesaikan secara analitik, maka 

energi relativistik diperoleh dengan metode 
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numerik menggunakan software Matlab 

R2011b. 
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